Processus Continus

Vecteurs et Processus Gaussiens

Espaces et processus gaussiens

Définition. Un processus aléatoire (X;);cr @ valeurs dans RR
est un processus gaussien (centré) si toute combinaison linéaire
finie des variables X, t € T est gaussienne centrée.

Proposition. Si (X,);cr est un processus gaussien, le
sous-espace vectoriel fermé de L? engendré par les variables X,
t € T est un espace gaussien, appelé espace gaussien engendré
par le processus X.

Théoréme. Soit H un espace gaussien et soit (H;);cr une
famille de sous-espaces vectoriels de H. Alors les sous-espaces
H,, i € I sont orthogonauz deuzx d deuzx dans L? si et
seulement st les tribus o(H;), © € I sont indépendantes.

Mesures gaussiennes

Définition. Soit (E, &) un espace mesurable, et soit p une
mesure o-finie sur (E,&). Une mesure gaussienne d’intensité p
est une isométrie G de L2(E, &, 1) sur un espace gaussien.
Donc, si f € L%(E,&, ), G(f) est une variable aléatoire
gaussienne centrée de variance :

[E[G(f)Z] = HG(f)”%Z(Q,?,P) = HfH%Q(E’&u). En particulier, si
f=14 avec u(A) < oo, G(1 ) suit la loi N (0, u(A)). On
notera pour simplifier G(A) = G(1,).

Proposition. Soient (E, ) un espace mesurable et p une

mesure o-finie sur (E,E). Il existe alors une mesure gaussienne
d’intensité .

Mouvement Brownien

Pré-mouvement brownien

Définition. Soit G une mesure gaussienne sur R, d’intensité
la mesure de Lebesgue. Le processus (Bt)te[p+ défini par
By = G(1y) est appelé pré-mouvement brownien.

Proposition. Le processus (By);>o est un processus gaussien
(centré) de fonction de covariance K(s,t) = min{s,t}

Proposition. Soit (X;);»¢ un processus aléatoire d valeurs
réelles. 1l y a équivalence entre les propriétés suivantes :
1. (X})¢s0 est un pré-mouvement brownien
2. (X;)i>0 est un processus gaussien centré de covariance
K(s,t)=sAt
3. Xy =0 p.s. et pour tous 0 < s < t, la variable X; — X
est indépendante de o(X,.,r < s) et suit la loi N'(0,t—s)
4. Xo =0 p.s. et pour tout choiz de 0 =10 <t; <---<t,,
les variables Xti — XtF , 1 <4 < p sont indépendantes,
la variable X; — X, | suivant la loi N(0,t; —t;_;)
Proposition. Soit B un pré-mouvement brownien. Alors,

1. —B est aussi un pré-mouvement brownien

2. pour tout X > 0, le processus B} = +B,2, est aussi un

pré-mouvement brownien

3. pour tout s > 0, le processus B(s) = By, — By est un
pré-mouvement brownien indépendant de o(B,.,r < s)
(propriété de Markov simple)

Continuité des trajectoires

Proposition. Soit B = (B;);>o un pré-mouvement brownien.
Le processus B a une modification dont les trajectoires sont
continues, et méme localement holdériennes d’exposant 1 — &
pour tout § €]0, 1.

Définition. Un processus (By);~g est un mouvement brownien
(réel, issu de 0) si
o (By);>0 est un pré-mouvement brownien

o Les trajectoires de B, c’est-a-dire les applications
t — B;(w) pour w € Q, sont toutes continues

Comportement des trajectoires

Proposition. e On a p.s. pour tout € >0,
supy_,.. Bs >0, infocsc Bs >0

e p.s,Va€eR,inf{t>0: B, =a} < oo

e limsup, , B, =400 etliminf, , By = —oc0

Propriétés de Markov

Théoréme (Propriété de Markov forte). Soit T' un temps
d’arrét tel que P(T < co) > 0. On pose pour tout t > 0
B,ET) = Lypeooi(Bris — Byp). Alors sous P(|T < 00), le

(T)

processus B;" ' est un mouvement brownien indépendant de F

Théoréme. Pour tout t >0, notons S; =sup,__, B,. Alors, si
a>0etb<a, ona -
P[S; > a, B, < b] = P[B; > 2a — b]

En particulier S; a méme lot que | By

2
Corollaire. Pour tout a >0, T, a méme loi que #.
1

Filtrations et martingales

Temps d’arrét
Définition. Une variable aléatoire T : © — [0, 0o] est un

temps d’arrét de la filtration (F;) si, pour tout
t>0,{T <t}eF,.

Proposition. o Soit T un temps d’arrét. Alors T est

F p-mesurable

e Si(S,) est une suite croissante de temps d’arrét, alors
S =1lim 1T S,, est aussi un temps d’arrét

e Si(S,) est une suite décroissante de temps d’arrét, alors
S =1lim | S, est un temps d’arrét de la filtration (F+)

Théoréme (Temps d’entrée). Soit (X;);>o un processus
adapté, & valeurs dans un espace métrique (E,d).

1. Supposons que les trajectoires de X sont continues a
droite, et soit O un ouvert de E. Alors
To =inf{t > 0: X, € O} est un temps d’arrét de la
filtration (F}v)

2. Supposons que les trajectoires de X sont continues, et
soit F un fermé de E. Alors Tp=inf{t >0: X, € F'}
est un temps d’arrét

Martingales et surmartingales
Proposition. Soit (X;);5¢ une sous-martingale ou une
surmartingale. Alors pour tout t > 0, sup,___, E[|X,|] < co

Proposition. Soit (M,) une martingale de carré intégrable (
M, € L? pour tout t > 0). Soient 0 < s < t et soit
s =1ty <t; < <t,=t une subdivision de l’intervalle [s, t].
P
EY (M, — M, |7 ] = E[M} — M| ] = E[(M, — M,)*|7 ]
i=1
Proposition (Inégalités de Doob). 1. Soit (X;) une
surmartingale (a temps continu) a trajectoires continues
a droite. Alors, pour tout t > 0 et tout A >0

AP { sup | X,| > )\} < E[| Xo|] 4+ 2E[| X, ]
0<s<t
2. Soit (X,) une martingale a trajectoires continues a
droite. Alors pour tout t > 0 et tout p > 1

P

e[ sup ] < (S2) E1x)
0<s<t p—1

Théoréme. Supposons que la filtration (F}) satisfait les

conditions habituelles. Si X = (X,) est une surmartingale et si

la fonction t — E[X,] est continue & droite, alors X a une
modification, qui est aussi une (F,)-surmartingale, cadldag.

Théorémes d’arrét

Théoréme. Soit X une surmartingale d trajectoires continues
& droite et born’ee dans LY. Alors, il existe une variable
X € L1 telle que

tgn;o Xt = Xoov p.s.

Proposition. Soit (X;) une martingale d trajectoires
continues a droite. Alors il y a équivalence entre
1. (X;) est fermée
2. X, converge p.s. et dans L' quand t — oo, vers une
variable notée X

3. la famille (X,) est uniformément intégrable

Théoréme (Théoréme d’arrét). Soit (X,) une martingale d
trajectoires continues a droite et uniformément intégrable.
Soient S et T deuz temps d’arrét avec S <T. Alors Xg et Xp
sont dans L' et

Xg=E[X7|F ]
Corollaire. Soit (X,) une martingale d trajectoires continues

a droite et soient S < T deux temps d’arrét bornés. Alors
Xg = E[X|F 5]



Semimartingales Continues

Processus a variation finie

Définition. Soit T > 0. Une fonction continue a : [0,T] — R
telle que a(0) = 0 est dite a variation finie s’il existe une
mesure signée p sur [0, T| telle que a(t) = ([0, t]) pour tout
te[0,T].

Proposition. Pour tout t €]0, T

P
|1l([0,8]) = sup{D _|a(t;) —alt; 1)I}
i=1

ot le supremum porte sur toutes les subdivisions.

Définition. Un processus a variation finie A = (A,) est un
processus adapté dont toutes les trajectoires sont a variation
finie au sens de la définition précédente. Le processus A est
appelé processus croissant si de plus les trajectoires de A sont
croissantes.

Proposition. Soit A un processus d variation finie et soit H
un processus progressif tel que

t
vVt > 0Vw € Q/ |H (w)||dA (w)| < oo
0
Alors le processus H - A defini par

t
(1), = [ H,aa,
0

est un processus d variation finie.

Martingales locales

Définition (Martingales locales). Un processus adapté d
trajectoires continues M = (M,) tel que My =0 p.s. est une
martingale locale (continue) s’il existe une suite croissante (T),)
de temps d’arrét telle que T, 1 oo et pour tout n le processus
arrété MTn est une martingale uniformément intégrable. Plus
généralement, lorsque My # 0, on dit que M est une martingale
locale si M, = My + N, ou le processus N est une martingale
locale issue de O .
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