Processus de Lévy

Processus de Poisson

Définition. Un processus de Poisson N de paramétre A > 0 est un
processus de comptage

VE>0,Ny =Y T o
n>1

associé a une famille (T,, ;n € N) (avec Ty =0) de va représentant
les temps d’arrivées, telle que les va (T, 1 — T, ;n € N) sont #id de
loi exponentielle de paramétre .

Proposition. Si N est un processus de Poisson alors

1. la somme N, =3
tout t > 0.

o1 IlTn<1 est presque surement finie pour

2. les trajectoires de N sont constantes par morceauz, avec des
sauts de taille 1 seulement

3. les trajectoires sont cadldag
4. Vt>0,P(N,_=N,) =1
5. Vt>0, N; suit une loi de Poisson de paramétre At :
At)™
Vn € N,P(N, =n) = e*”zQ
n!

En particulier on a :
E[N,] = At = Var[N,], E[e?“Nt] = exp (At(e!* — 1))
6. Yn>1, T, une loi gamma de paramétre (n,\) de densité :

n—1
fr, () = Qe

—At
n (ni 1)| Ae 1t>0

7. N est a accroissements indépendants et stationnaires.

Définition. Soit N un processus stochastique (issu de 0) a valeurs
réelles et cadlag. N est un processus de Poisson ssi :

1. N est un processus croissant, constant par morceauz, ne
faisant que des sauts de taille 1,

2. Vt,5 >0, la va Ny, , — N, est indépendant de la tribu
engendrée par les (N, ;0 <u <1t)

3. Vt,s >0, la va Ny, ; — Ny a méme loi que N.

On retrouve alors les va T, en les définissant comme les sauts du
processus N :

Ty=0,T, =inf{t >T,, 1;N,—Np , >0} pourn>1

1

Ce sont des temps d’arrét par rapport a la filtration naturelle du
processus N.

Théoréme (Comportement asymptotique). Si N est un processus
de Poisson d’intensité X > 0 alors, lorsque t tend vers +oco :

N, [t N,
p-s. =~ = Aet X(T

) — N(0,1)

Définition (Processus de Poisson composés). Un processus de
Poisson avec intensité X> 0 et loi de sauts vy est un processus
stochastique défini par

Nt
Xo=2> 2y
k=1
0t (Z,,),, estune suite de va %d & valeurs dans R de loi vy et N

est un processus de Poisson de paramétre \ indépendant de la suite
(Z )y Sa fonction caractéristique est donnée par :

ox, (0 =exp ¢ 4 (€Y~ D))

X est a accroissements indépendants et stationnaires.

Processus de Lévy

Lois infiniment divisible

Définition. Soit X une variable aléatoire d valeurs dans R% de loi

px. On dit que X est infiniment divisible si, pour tout n € N, il

), . Y,(ln) telles que

existe des va iid Yl(‘n
X=Y" 4. +v™
Soit © x(u) = E[e?®X)] la fonction caractéristique de X.
Proposition. Il y a équivalence entre :
1. X est infiniment divisible,

2. pour tout n, ¢ x a une racine n-iéme qui est la fonction
caractéristique d’une variable aléatoire.

Formule de Lévy-Khintchine

On dira que v est une mesure de Lévy si
/ (1A 22)v(dz) < 400
/Rd—{0}

C’est une mesure o-finie. C’est, équivalent de dire que

22
v(dz) < o0
~[/Rd—{0} 1+ 22 ( )

Théoréme (Formule de Lévy-Khintchine). Soit X une va d valeurs
dans R®. Alors X est infiniment divisible s’il existe b € R%, une
matrice A € R¥? et une mesure de Lévy v tels que

Vu € R, o x(u) = exp (i{b, u) — %(u, Au)

+/ etlw:2) — 1 —j(u, 2)1, <1 v(dy))
Rd—{0}

Réciproquement, toute application de la forme ci-dessus est la
fonction caractéristique d’une va infiniment divisible sur R%.

Processus de Lévy
Définition. On dit que X est un processus de Lévy (issu de 0) si

1. Xy =0 preque surement

2. X est a accroissements indépendants et stationnaires

8. X est stochastiquement continu : Ve >0 et t >0 :

}LiE%)IPOXt‘Fh —Xil>€)=0
Proposition. Si X est un processus de Lévy, alors X, est une lot
infiniment divisible pour tout t > 0.
Théoréme. Si X est un processus de Lévy, alors
Vu € R?, px,(u)= etn(v)

ou n est le symbole de Lévy de X .
Proposition. Si X = (X, ;t > 0) est un processus stochastique et
sl existe une suite Xn = (X7 ;t > 0),, de processus de Lévy telle
que :

1. X7 converge en probabilité vers X, pour tout t >0

2. pour tout €> 0, lim,,_,o limsup, P X} — X[>¢€) =0
alors X est un processus de Lévy.
Théoréme (Propriété de Markov Forte). Si X est un processus de
Lévy et si T est un temps d’arrét adapté d la filtration FX, alors, sur
{T < 400}

1. le processus X7 = (X, — X ;t>0) est un processus de

Lévy indépendant de la tribu FX

2. pour tout t > 0, X{ a méme loi que X,

8. X7 est a trajectoires cadlag et est F., , adapté.

Théoréme. Si X est un processus de Lévy a valeurs réelles,
croissant (presque strement) et ne faisant que des sauts de taille 1,
alors X est un processus de Poisson.

Théoréme. Si X est un processus de Lévy cadlag da valeurs réelles,
presque surement a trajectoires constantes par morceauz, alors X est
un processus de Poisson composé. La réciproque est trivialement vraie.

Sauts des Processus de Lévy
Si X est un processus de Lévy, on définit le processus de sauts associé
AX =(AX,;;t>0) avec AX, =X, — X, _.
Proposition. Si X est un processus de Lévy alors, pour chaque
t >0 on a AXt =0 presque strement.
Définition. Soit t >0 et A € B(R? —{0}). On définit la quantité
aléatoire

N(t,A)=#{0<s<t;AX € A} = > T,4(AX,)

0<s<t

Yw, A = N(t, A)(w) est une mesure de comptage sur B(R? —{0})
A — E[N(t, A)] est une mesure borélienne sur B(R* — {0})
On notera p(-) = E[N(1,-)] appelé mesure d’intensité du processus X.

Lemme. Si A est borné inférieurement et borélien, alors
N(t,A) < co presque sirement.

Théoréme. Si A est borné inférieurement, alors le processus
(N(t,A);t>0) est un processus de Poisson d’intensité u(A). De
plus si Ay, ..., A,, € B(R* —{0}) sont disjoints alors les variables
aléatoires N(t, Ay),..., N(t, A,,) sont indépendantes.



Mesure aléatoire de Poisson

Définition. Soit pu une mesure o finie sur (S, A). Une mesure
aléatoire de Poisson N sur (S, A) est une collection de variables
aléatoires (M(B); B € A) telle que :

1. pour tout B € A tel que pu(B) < +oo, N(B) suit une loi de
Poisson de paramétre pi(B)

2. st Aq,..., A, sont des ensembles disjoints de A, les variables
aléatoires N(Aq),..., N(A,,) sont indépendantes

3. pour tout w € , Vapplication A — N(A,w) est une mesure de
comptage sur (S, A).

On définit la mesure aléatoire de Poisson compensée N par :

N(t,A) = N(t, A) — tu(A) = N(t, A) — tE[N(1, A)]

Intégration de Poisson
On définit pour tout ¢ > 0 et w € l'intégrale de Poisson de f par

[ s > F2IN(t.2)
JA z€A
Si N est associée & un processus de Lévy, cette intégrale coincide avec

/A FEN(Ed2) = 3 FAX,)LA(AX,)

0<s<t
Théoréme. Soit A un ensemble borélien borné inférieurement.
Alors :

1. pour tout t >0, fA f(z)N(t,dz) suit une loi de Poisson
composée caractérisée par :

E [e(i<uv,f;4 f(Z)N(t»dz))] = exp <t/ (ei<u,f(z)) - 1)“((12))
A

t,dz) =

(t,dz)

Corollaire. Soit A un ensemble borélien borné inférieurement. Le
processus t — fA f(2)N(t,dz) est un processus de Poisson composé.

Proposition. Si A, B sont bornés inférieurement et si
FeL2(A,p), g€ L*(B,p), ona:

/ F(2) N (¢, dz) /B g(2)N(t,dz)) = ¢ /A FEgz)n(d)
n

Décomposition d’Ito-Lévy

Théoréme (Itd-Lévy). Si X est un processus de Lévy alors il existe
b€ R*, un mouvement brownien B, une matrice de covariance

A € R4 et une mesure aléatoire de Poisson indépendante N on
R, x (R? —{0}), dont l’intensité est une mesure de Lévy v, tels que,
pour tous t >0 :

X, =b,+ A?B, +/

|z|<1

zN(t,dz)+/ zN(t,dz)
|z|>1

Intégration stochastique
Formule d’It6

Soit B = (B ;t > 0) un F,-mouvement brownien standard
d-dimensionnel. Soit N une F;-mesure aléatoire de Poisson sur

R, x B(RY — {0}) d’intensité dt ® dv, ot v est une mesure de Lévy.
Soit N sa mesure aléatoire de Poisson compensée.

Soit b:[0,T] x — R? et o:[0,T] x — R des processus

T ;-adapté prévisible tels que :

) |:/OT|b(T)2 +o(r)[? d’"} < 400

et H,K :[0,T] x (R*/0) x — R? des processus prévisibles tels que
H € H?(T,v). On consideére le processus, pour 0 <t < 7.

t t
X, :X0+/ b(r)dr+/ o(r)dB,.
(o (o

t t
Hr,z]\?dr,dz K(r,z)N(dr,dz).
+f [ Hnas >+/()/Zl>1< IN(dr, d2)

Théoréme. Si X est telle que ci-dessus, alors, pour toute fonction
FEC?(RY) ett >0, p.s. :

t
FX,) — F(Xo) = / (0, F(X,_), b(r)) dr + / (0, F(X,_),o(r) B, )
/ Te(02, F(X,_o(r)o(r)T) dr
/ /H f(X,._+ K(r,z) — f(X,_)] N(dr,dz)
z|>1
+ [f(X,_ + H(r,2)) - f(X, )] N(dr,dz)
/ /\z\<1

ot
w0 H ) - X0 (H(r,2),0, £(X, )] dr v(d2)
0 Y]z|<1

Théoréme. Ou alors :

ot -t .
FX0) = £(Xo) = [ 00X, )dYiGs) + 5 [ 02,5(X, alve, vd)e)
Y0

Y0

Ité ”Normal”

ot p
+/ /Z . [f(Xs— + K(s,2) — f(Xs_)] N(ds,dz)

Variations de f, grands sauts, non compensé

ot '
+/0 /‘Z‘<1 [f(X._+ H(s,2))— f(X,_)] N(ds,dz)

+/ /‘z‘<1 [f(Xoo+ H(s,2) = f(Xs ) — Hi(s,2)0; f( X, _]ds v(d2)

Variations de f, petits sauts, compensé
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