Théorie des jeux

Jeux sous forme normale
Deux joueurs a somme nulle
Modele
Définition. Jeu I' = (A, B, g)

o A actions de J;

o B actions de Jy

e g:Ax B — R fonction que J; mazimise et J, minimise

Valeur en stratégies pures

Définition (supinf et infsup). Le supinf en stratégies pures du jeu
T, noté v(I') (ou simplement v ) est :

= inf b
o= sup (jnf o))

C’est le patement maximal que J| peut s’assurer quelque soit l’action
de Jy.

L’infsup en stratégies pures du jeu T", noté v(T') (ou simplement v )
est :

o= it (supg(a.0))

beB \qecA

L’infsup représente le paiement minimal que J, peut assurer quelque
sott laction de J.

Proposition (Caractérisation). v est caractérisé par :

7J, garantit v & € prés” : Ve > 0,3a € A,Vb € B, g(a,
7Jy défend v a € prés” : Ve > 0,Va € A,3b € B, g(a,b

v est caractérisé par :

7Jy garantit v a € prés” : Ve >0,3b € B,Va € A,g(a,b) <v+e
”J, défend v 4 € pres” : Ve >0,Vb e B,Ja € A, g(a,b) >v—¢

Définition (Valeur). Si
stratégies pures, avec v =

v < v, on dit que le jeu a une valeur v en
v<w.

Théoréme (Sion). Soit I' = (A, B, g) un jeu & somme nulle, on
suppose que
e A et B sont des compacts convexes non vides.

e Pour tout b € B, la fonction a — g(a,b) est concave semi
continue supérieurement.

e Pour tout a € A, la fonction b — g(a,b) est conveze semi
continue inférieurement.

Alors le jeu I' a une valeur en stratégies pures et chaque joueur a des
stratégies optimales.

Théoréme (Minimax, von Neumann). Tout jeu fini a une valeur en
stratégies mixtes.

Proposition (Propriétés des stratégies). Les propriétés suivantes
sont vraies.

1. Tout jeu fini admet un point selle (en stratégies miztes) :
A(x*, y*) € X x Y tel que
g(z,y*) < g(=*,y") < g(z*,y)Vz € X,Vy € Y.
2. Tout point selle vérifie g(z*,y*) = V.
3. (z*,y") est un point selle si et seulement si
gla,y*) < g(z*,y*) < g(z*,b)Va € A,Vb € B.
4. Si(x*,y*) est un couple de stratégies optimales, et si x >0,
alors g(a;, y*) =V .
5. Si (x*,y*) est un couple de stratégies optimales, et si ] >0 et
z; >0, alors g(a;, y*) = gla;, y*)
Proposition (Elimination mixte). Supposons la stratégie pure
a; € A dominée strictement par la stratégie mizte T € X :
9(a;,y) <g(@ y)Vy e Y
Alors le jeu T et le jeu IV = (A\a;, B, g) dans lequel on a éliminé
laction pure a; ont la méme valeur en stratégies miztes, et les
mémes stratégies optimales.

Jeux a n joueurs

Modele

Formellement, un jeu sous forme normale I' = (N, (A%);cn, (¢)icn)
est la donnée

e d’un ensemble de joueurs N, que ’on supposera toujours fini.
Par abus de notation on notera également IV son cardinal.

o de N ensembles non vides A?, A* étant ’ensembles d’actions
du joueur 4.
« de N fonctions bornées g : HjeNAj — R, g* étant la fonction
de paiement du joueur 7.
Equilibres en stratégies dominantes

Définition. La stratégie a’ € A’ est une meilleure réponse du
Joueur i au profil de stratégie des autres joueurs a—* € A" si pour
toute autre stratégie b* € A, g'(b*,a™") < g*(a’,a™), c’est a dire si

g'(a’,a™") = max g'(b’,a™)

breAr

Définition (Stratégie dominante). La stratégie a’ € A? est
dominante si g"(b',b™") < g*(a*,b™") pour tout profil de stratégies
be A. Un équilibre en stratégies dominantes est un profil d’action
a € A tel que pour tout joueur i, a* est dominante.

Equilibres de Nash

Définition (Equilibre de Nash). Un équilibre de Nash (en stratégies
pures) est un profil d’actions a € A tel que pour tout joueur i,
Uaction a® soit une meilleure réponse au profil a™* :

Vi, Vbi € Al g(at,a”?) > gi(b',a?)
Théoréme (Glicksberg-Nash). Soit T' = (N, (AY);cn, (¢%)ien) un
jeu tel que pour chaque joueur i,

e A, est un sous ensemble conveze et compact d’un espace
euclidien.

o La fonction de paiement g' est continue.

o Pour tout profil a=* € A7, la fonction a' — g'(a’,a™?) est
concave.

Alors T' posséde un équilibre de Nash en stratégies pures.

Sous Forme extensive
Théoréme (Zermelo-Kuhn). Tout jeu d information parfaite fini
admet un équilibre de Nash en stratégies pures. En particulier, si le

jeu est a somme nulle, le jeu a une valeur et les deux joueurs ont des
stratégies optimales.

Jeux répétés
Information complete
Modeéle

Définition. La forme stratégique du jeu répété T fois I'p est donnée
par :

(Nr (Si)'LENr ’Y%“)
. T
avec yi(s) = Ep, [% > ghkt (at)].
La forme stratégique du jeu I' est donnée par :
(N, (8Y)ien: 73
avec v (o) = Ep, [Etzl Al — )\)t’lgi’kt(at)]
Théoréme. Pour tout entier T et tout A €]0,1], les jeuz T'p et T'y
admettent des équilibres de Nash en stratégies de comportement. En

particulier, dans le cas de jeu a somme nulle, I'y et T'y ont chacun
une valeur et les deux joueurs ont des stratégies optimales.

Définition. Soit I'  un jeu infiniment répété a somme nulle,
notons g = g+ = —g>.
o Le joueur 1 garantit uniformément le paiement d € R st :

Ve > 0,30l € B1,37,,Vo? € 22,VT > Ty, yplot,0%) > d—¢

o Le joueur 2 défend uniformément le paiement d € R st :

Ve > 0,VYo! € B, 302 € 82,37, VT > Ty, v (o}, 0?) < d +¢

e Le maxmin uniforme v de I' , s’il existe, est tel que le joueur
1 garantit uniformément v et le joueur 2 défend uniformément
v. On définit le min max uniforme v en échangeant les roles
des joueurs.

o Lejeul  a une valeur v siv=v=mwv.

o Lorsque le jeu a une valeur, une stratégie o' du joueur 1 sera
dite optimale si elle vérifie :

Ve > 0,3Ty, Vo2 € 22, VT > Ty, yplot, 0?) > v—¢

On définit similairement les stratégies optimales du joueur 2.



Définition (Ensemble des paiements réalisables). On appelle
ensemble réalisable I’enveloppe concave convg(A) des vecteurs g(a),
a € A. Pour chaque joueur i, posons

vl = min max g'(a?, a™?)

a*ienj#i A(AJ)aleAt

IR = {z e R*|Vi € N,z’ > v'}
La quantité v' s’appelle niveau de rationalité individuelle ou niveau
minmax du joueur i : v' est le plus petit paiement que le joueur i
peut obtenir dans le jeu G en jouant une meilleure réponse contre un
profil de stratégies miztes de ses adversaires. C’est aussi le plus petit
patement que les joueurs —i peuvent garantir s’ils jouent dans le but

de minimiser le paiement du joueur i. Posons enfin
E = convg(A)NIR.

Lemme (Folk Theorem).
E,=FE

Théoréme. Supposons que pour tout joueur i, il existe e(i) € Ey tel
que €'(i) > v'. Alors Ep — E.

Théoréme (Sorin). Sile jeu est ¢ deuw joueurs ou qu’il existe
x € E tel que x* > v* pour tout i, alors E, )‘% E.
—0

Théoréme (Sous-jeu parfait). On note E._ l’ensemble des
paiements d’équilibre sous-jeu parfaits de T' .

E/,=E_=E

Théoréme (Benoit et K_rishna).' Supposons que pour tout i, il existe
e(i), f(i) € E| tels que €'(i) > f*(i). Alors Ef, — E.

Théoréme (Fudenberg et Maskin). Si E est d’intérieur non vide
alors, E, et E.
—

Information incompléte
Modele

On a une famille (G*),cx de jeux matriciels de méme taille T x J, et
une probabilité p sur K. Le jeu ' (p) est joué ainsi :

¢ initialement, un état de la nature k est tiré, une fois pour
toutes, selon p. J; apprend k, pas J,.

e & chaque étape t = 1,2, ... , simultanément J; choisit une
action ¢, dans I et Jy choisit une action j, dans J. Le paiement
d’étape de J; est alors G¥(iy, 5,), celui de Jy est G5(iy, 5,),
mais tout ce que les joueurs apprennent avant de passer a
Pétape t + 1 est le couple (4, j;)-

o Une stratégie de J; est un élément o = (0;);>1, avec
o, K x (I x J)*t — A(I) pour tout t.

» Une stratégie de Jy est un élément 7 = (73);>1, avec
7t K x (I x J)71 = A(J) pour tout t.

e On note respectivement ¥ et J les ensembles de stratégies des
joueurs 1 et 2.

Eclatement et concavification

p= (Pk)keK est la probabilité initiale, ou I’a priori de J, sur I’état de
la nature. J; choisit sa premiére action s, en fonction de I’état de la
nature k sélectionné. Notons = = (z¥),.;c € A(S)¥ la probabilité de
transition utilisée : si I’état est k, le joueur 1 choisit le signal s avec
probabilité 2 (s). La probabilité totale que s arrive est notée :
A=t pFak(s), et si A, > 0 la probabilité conditionnelle sur K
ko k

(ou a posteriori) sachant s vaut : p(z, s) = (%(s))

s keK
Lemme (Splitting). Supposons que p = ZSES APy, avec S fini,
pour tout s € S, A, >0, p, € A(K), et 3 _ A, =1. Alors il existe
une probabilité de transition x € A(S)K telle que :

Vs S, A =) prat(s) et bz, s) = p,
keK

Lemme. Sile joueur 1 garantit f, alors le joueur 1 garantit cavf
avec :

cavf(p) = maz{Y_ A, f(p,)|S fini, Vs € SA; >0,
seS

ps € A(K),Z)\S = 1’Z>‘sps =p}

seS seS

Corollaire. Notons, pour toute probabilité p dans A(K), u(p) la
valeur du jeu matriciel G(p) = Zkerk’Gk non révélateur. Alors le
joueur 1 garantit cavu

5

Définition. Pour p dans A(K), on pose v*(p) = infp-; vp(p). v
est concave et M-Lipschitz avec

M =max {|G*(i,j)|lke K,ie,j€ J}

Lemme. La suite de fonctions (vy)p converge uniformément sur
A(K) vers v*, et le joueur 2 garantit v* dans le jeu infiniment répété.

Martingale des a posteriori

Définition. Soit (o, 7) € ¥ x T un profil de stratégies dans I' oo (p).
Pourt € N et hy = (i1, 51,14, J¢) € (I x J)t, on définit l’a
posteriori du joueur 2 aprés h; comme :

pt(o—v T, ht) = (pf(o'a T, ht))k-eK € A(K)

avec pF(o, T, h,) = PpJ’T(Nk = k|h;) pour tout k. pi(c,T,h;) est la
croyance du joueur 2 sur l’état de la nature a la fin de l’étape t si h,
a €té précédemment joué et que le joueur 1 utilise o.

Proposition. Par rapport a P, , ., la suite (p,(0))t > 0 est une
(F})i=0-martingale & valeurs dans A(K).

Théoréme (Aumann et Maschler). Le jeu I' oo (p) a une valeur qui
vaut cavu(p).

Théoréme (Formule de récurrence).

vry1(p)

L max min (G(p,z,m+T2x<p)(z'>w<ﬁ<w,i>))

T+ 1 gen(D)K yeA(J) icl

Avec :

1. = (wk@))iel,ke}o avec =¥ la probabilité utilisée par J, d
l’étape 1 st l’état est k

2. y=(y(4))jcs est la probabilité utilisée par J, d I’étape 1
3 Gp,x,y)=3, p*GF(xy,y) est le paiement espéré d’étape 1

4. 3(@))(;) = Zkerkxk(i) est la probabilité que i soit jouée en
ate

5. p(x,1) est la probabilité conditionnelle sur K sachant i.
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